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‘Estamos girando através do espaco
infinito com uma velocidade inconcebivel,
tudo ao nosso redor esta girando, tudo esta
se movendo, em toda parte ha energia.
Deve haver alguma maneira de nos
aproveitarmos dessa energia de forma
mais direta. Entdo, com a luz obtida do
médium, com a forga dela derivada, com
todas as formas de energia obtidas sem
esforco, do armazém para sempre
inesgotavel, a humanidade avangara a
passos gigantes.”

(Nikola Tesla, 1891)



RESUMO

O objetivo deste trabalho € verificar o comportamento de uma viga
piezoelétrica sob vibragdo harménica em relacdo ao comportamento de poténcia
elétrica versus tensdes mecanicas em duas situagdes: (i) para o sistema estando
conectado a um circuito resistivo, onde ha amortecimento elétrico adicional para o
sistema e (ii) em curto-circuito onde ha apenas o amortecimento mecanico. Dessa
forma foi verificado que a influéncia das tensbes mecénicas atuantes no material,
devido ao efeito piezoelétrico direto, devem ser o maior possivel para a fungao de
transdutor, caso (i), mas baixas o suficiente para evitar falha mecanica, caso (ii), e isto
afeta significativamente o potencial de geragao de energia da viga e € um ponto a ser
considerado no projeto de um transdutor piezoelétrico.

Palavras-Chave: Viga Piezoelétrica. Transdutor Piezoelétrico. Vibragao de Viga.



ABSTRACT

This study objective is to verify the behavior of a piezoelectric cantiléver
beam under harmonic vibration to verify the behavior of electrical power output versus
the mechanical stress for two cases: (i) for the system connected to a resistive circuit,
which provides additional electrical damping for the system and (ii) connected for a
short-circuit where there is only the mechanical damping. It was verified that
mechanical stress that the material is subjected, according to the direct piezoeléctric
effect, must be as high as possible for the transducer function, case (i), at the same
time it should be low enough to avoid mechanical failure, case (ii), and this affects
considerably the energy generation potential of the beam and it is important to be
considered in a piezoelectric transducer project.

Keywords: Piezoelectric Beam. Piezoelectric Transducer. Vibration of Beam.
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1.  INTRODUGAO

Energia elétrica é algo que esta presente em praticamente todos os
aspectos da vida moderna humana. Em uma casa isso é particularmente visivel,
devido a necessidade de armazenar comida, cozinhar, limpeza, entretenimento,
conforto e em alguns casos seguranga e saude. A energia elétrica atualmente utilizada
na rede doméstica no Brasil € proveniente de fontes de grande porte de geragdo como
usinas hidrelétricas, que representam 62,5% da matriz energética nacional (ANEEL,
2020), campos de geracao edlica 9,9% (ANEEL, 2020), usinas a gas natural que
representam 10,5% da matriz energética (ANEEL, 2020) entre outras. Apesar de a
matriz elétrica brasileira possuir maior parte da geragao proveniente de hidroelétricas
(ANEEL, 2020), o cenario global € um pouco diferente como aponta o |IEA (2020),
cerca de 63% da producao global de energia elétrica € proveniente de métodos néo
sustentaveis e que emitem gases nocivos na atmosfera, como a queima de carvao,
gas natural e derivado do petrdleo. Como ressaltado por Kuhnbach et al. (2020),
sistemas descentralizados de geracdo de energia, sejam residenciais individualizados
ou pequenas plantas solares ou edlicas, estdo sendo cada vez mais populares no
continente europeu, e um mundo mais sustentavel tende a seguir esse caminho.
Materiais com propriedades piezoelétricas s&do uma alternativa, como método
complementar de geragcdo de energia. Com o uso de material piezoelétrico, como
estudado por Miao e Jia (2014), é possivel transformar energia de impacto da chuva
em superficies do material diretamente ou indiretamente. Papagiannakis et al. (2016)
também propdem o uso de células piezoelétricas para a conversao de energia de
vibrag&o de estradas e pontes com grande fluxo de veiculos em energia elétrica. Visto
que a capacidade da célula piezoelétrica de converter energia mecanica em elétrica é
diretamente proporcional as tensdes mecanicas atuantes no material, como descrito
pela IEEE (1987) e lkeda (1996), um ponto a se observar, no entanto, € o
comportamento mecanico deste para as situagdes a que ele pode ser submetido, visto
que o material piezoelétrico ainda € um material de valor relativamente alto
comercialmente, é importante a preservagao da integridade. Isto é analisado neste
trabalho, a fim de entender a relagéo entre poténcia e tensées mecanicas atuando no
material, e consequéncias possiveis. Quatro modelos de pequenas vigas transdutoras
com massa na ponta sao especificados, variando o comprimento e largura destas

mantendo a area superior (area de eletrodo) e volume de material. Estas entdo sao
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avaliadas oscilando harmonicamente por uma forca externa, e a resposta de poténcia

a e tensodes atuantes no material sdo avaliadas.

1.1. Objetivos

1.1.1. Objetivo geral

Avaliar o comportamento da tensdo mecanica versus poténcia de resposta
elétrica em uma viga piezoelétrica durante vibragcdo harménica para o sistema

conectado a um circuito resistivo e para o sistema conectado em curto-circuito.

1.1.2. Objetivos especificos

a) Modelagem mecanica do sistema

b) Levantamento de parametros do sistema e materiais
C
d

mecanica maximas respectivas para o sistema conectado a circuito resistivo e em

) Modelagem da viga piezoelétrica
)

Verificar a influéncia dimensional na resposta de poténcia elétrica e as tensdes

curto-circuito.
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2. REVISAO DA LITERATURA

21. Principio de funcionamento de material piezoelétrico

Um material piezoelétrico € um material transdutor, ou seja, possui a
capacidade de gerar potencial elétrico quando submetido a tensdes mecanicas. Este
€ encontrado na natureza na forma de cristais como é o caso do quartzo e até mesmo
na madeira, na sacarose, porém tais materiais tem estas propriedades de forma muito
reduzida. Na atualidade temos materiais piezoelétricos feitos sinteticamente e que
apresentam estas propriedades de forma bem superior. Formas sintéticas foram
criadas com propriedades melhores, sendo estas como polimeros, ceramicas e
cristais. O material atualmente mais utilizado de cada tipo sdo, PVDF ou fluoreto de
polivinilideno, PZT ou titanato zirconato de chumbo e Pb(Mg1/3Nb2/3)O3 (PMN) (WU,
BAO; WANG, 2021). Respectivamente, estes sdo amplamente aplicados em sensores
de contato e recentemente tem sido alvo de estudos na area de geracao de energia
(SCIENCING, 2020). Cada cristal € composto de pequenos ions metalicos

tetravalentes dispostos dentro de um ion metalico maior divalente e 0,, Figura 1.

Figura 1 — Estrutura molecular cristal piezoelétrico

(+)

)

O Qo'oggen o Ti,Z

Fonte: (IKEDA, 1996)
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O material piezoelétrico é fabricado aquecendo o material base a
temperaturas ligeiramente inferiores ao ponto de Curie (temperatura na qual os
dipolos do material deixam de ser ordenados e se tornam livres e desordenados,
podendo ser orientados devido a um campo elétrico externo), e entdo este é
submetido a um campo elétrico de corrente direta alto, com isso o material tende a
expandir na diregdo do campo elétrico e os cristais ficam polarizados nesta diregao,
Figura 2 (b).Apds a remogao do campo elétrico, os cristais ficam travados de forma
quase totalmente polarizada, resultando em um material final com polarizagao
permanente, Figura 2 (c) (IKEDA, 1996).

Dentre os tipos de material piezoelétricos, os cristalinos sdo os que
apresentam melhores propriedades piezoelétricas. Um pedaco deste material de
largura e comprimento de 5mm e altura de 10mm, quando submetido a uma forga de
10 Newtons, pode gerar um potencial elétrico acima 100 volts. A maior parte dos
materiais piezoelétricos tem reacbes piezoelétricas rapidas, podendo converter
energia mecanica em corrente alternada de forma facil, como em casos que o material
é submetido a vibragdes. (WU; BAO; WANG, 2021).

Figura 2 — Polarizagao dos cristais no material durante processo de fabricagao.

I Y
P KRR
N EE I P

(a) (b) (c)

Fonte: (IKEDA, 1996)

axis of polarization

Uma das principais propriedades do material piezoelétrico é a capacidade de
gerar diferenga de potencial elétrico ao longo do corpo devido a agcédo de tenséo
mecanica, ou de se deformar devido a uma tensao elétrica aplicada. Tensdo mecanica
de compressao ou tracdo mudam o momento de dipolo do material, caracterizando
tensdo elétrica (IKEDA, 1996). Esse efeito s & observado em cristais que n&o
possuem um centro de simetria (SCIENCING, 2020). Compressé&o na diregdo de
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polarizagcao do material ou tracao perpendicular a diregao de polarizacdo do material
gera diferenca de potencial de mesma polaridade que a polaridade do material, Figura
3 (b), enquanto tracdo na diregdo de polarizacdo e compressao na diregcéo
perpendicular a polarizagdo gera diferengca de potencial oposta a polaridade do

material, Figura 3 (c).

Figura 3 — Relagao tensdo mecéanica com diferenga de potencial elétrico

poling voltage

Fonte: (IKEDA, 1996)

Atuando desta forma, o material estd sendo usado como Sensor, onde
solicitagdes mecanicas impostas ao material induzem a geragao de energia elétrica
no material. Este também pode funcionar como atuador, onde o material sofre
deformacdes mecanicas devido a acao de tensao elétrica induzida sobre ele.

Como atuador, se uma voltagem de mesma polaridade que a polaridade do
material € aplicada a ele, este ira esticar, e o seu didmetro ira diminuir, como na Figura
3 (d). No caso oposto, em que uma voltagem de polaridade oposta a do material é
aplicada, este ira contrair na dire¢cao de polarizacdo e seu diametro ira expandir. Se
uma corrente alternada for aplicada ao material, este ira contrair e expandir,
ciclicamente.

Valores para a tensdo mecanica aplicada versus a tenséo elétrica gerada,
e vice e versa, sao linearmente proporcionais até certos niveis de tensdo mecanica.
Isso também depende do tipo de material adotado. Para fins de analise, é considerado
que o material piezoelétrico possui comportamento linear quanto a proporcionalidade
tensdo versus voltagem, como recomendado pela IEEE (1987).

Como visto, quando solicitado mecanicamente, o material piezoelétrico se
torna eletricamente polarizado, gerando carga elétrica na sua superficie que pode,
com a adi¢ao de eletrodos, ser utilizada, isto € denominado efeito piezoelétrico direto
Figura 4. ROUNDY (2003) explica que o material piezoelétrico ndo € condutor, cargas
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elétricas se acumulam na superficie, e s6 podem se coletadas com a superficie

coberta por eletrodo.

Figura 4 — Esquema de um transdutor piezoelétrico

/ Piezoelectric Material

T Surface Electrodes

Dipole Alignment

Fonte: IKEDA (1996)

Assumindo o indice 1 para a dire¢do do eixo x, 2 para a direcdo do eixo y
e 3paraadirecdodoeixoz,ei,j = 1,2,...,6 em, k = 1,2,3 se referindo a estas dire¢des
no material, sendo 4, 5 e 6 os planos de cisalhamento normais aos eixos X, y € z
respectivamente, as equacgdes constituintes para o efeito piezoelétrico, segundo
IKEDA (1996) e IEEE (1987) séo:

& = SZO'] + dmlEm (1)
D, = dpio; + e Ey (2)

Estas podem ser rescritas na forma:

& = SiDjaj + GmiDm (3)

E; = gnio; + Bj.Dy (4)

onde:
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o = vetor tensdo normal (N/m?)

€ = vetor deformacgio (m/m)

E = vetor campo elétrico aplicado (V/m)

e = permissividade elétrica (F /m)

d = matriz de constantes de deformacio piezoelétrica (m/V)
S = matriz de coeficiente de flexibilidade (%2) ou (E;h)

D = vetor de deslocamento elétrico (C/m?)

g = de constante piezoelétrica (m?/C)
B

= componente de impermitividade (m/F)

Os sobrescritos D,E e g, significam que as medidas foram feitas a
deslocamento elétrico constante, constante campo elétrico e tensdo mecanica
constante, respectivamente (IKEDA, 1996). Equacdes (1) e (3) sao aplicaveis ao
material atuando como atuador eletromecanico, enquanto as equacgoes (2) e (4) sao

para sensor.

Desdobrando a Equacéo (1) na forma matricial tem-se:

&1 S11 S12 S13 S1a Si5 Si6] [On
&2 S21 S22 Sa3 Sa2a Sas Sa6| |02
& _ S31 S32 S33 S3a S35 Sze| |03
€4 Sa1 Saz Saz Sas Sas Siel| | 0a
€s Ss1 Ss2 Ssz3 Ssa Sss5 Ssel |95
€6 Se1 Se2 Ss3 Sea Ses  Seed 06 (5)

diyy dyr dz

diz dyy di E

n diz dyz ds3 El

dis days dzal Ez

dis dys das|

die dze dse

E para a Equacao (2), tem-se:
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_0'1_
02
Dy di; diz diz dyy dys dye 0
Dy =|dz1 dzp da3 das dps dyel. Oy
Ds d3; dsp; dizz3 diy dzs dse o5
(6)
[0 |
g g g
e11 €z ezl [E
g g g
+|ez1 ez exs|.|E:
o g o
es; e3, ess| LE;

Segundo IKEDA (1996), assumindo que o material piezoelétrico é
polarizado na diregcdo 3, e assumindo que este é transversalmente isotrépico, as

seguintes relagdes sao validas:

S11 = S22

S13 = S31 = S23 = S3;
S12 = S21 (7)
Saa = Sss

Se6 = 2(S11 — S12)

e os coeficientes de deformagao piezoelétrico ndo nulos,

(8)

e as constantes dielétricas ndo nulas séo e{;, = ej,e eJ; ,assim as Equagdes (5) e (6)

podem ser resumidas como:
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€1 S11 S12 S13 0 0 0 7017
&2 S12 S11 Sz 0 0 0 02
& _|513 Sz S33 0 0 0 03
84 - 0 O 0 544 O 0 ) 0-4
&5 0 0 0 0 Suy 0 Os
€6 | 0 0 0 0 0 2(511 - 512)_ Og (9)
0 0 ds
0 0 ds
E;
+] 0 0 dss) g
1
dis O 0
0 0 0
_0'1_
)
D, 0 0 0 0 dis O o
DZ:[O 0 0 dyis O 0] iy
4
Dy dz; d3; dzz O 0 0 o5
(10)
0
ety 0 0| [E
+10 e, O0].|E;

Quanto aos coeficientes envolvidos nas relagdes, IKEDA (1996) descreve

previamente estes como segue.

Constante piezoelétrica d;; — se refere a taxa de deformag&o no eixo j
devido a um campo elétrico aplicado no eixo i enquanto todas as tensdes mecanicas
externas sdo mantidas constantes. Sendo V uma tensao elétrica aplicada ao modelo
da Figura 5, tem-se o campo elétrico E , que deforma o material em g, tem-se (IKEDA,
1996):

Figura 5 — Carga depositada em um transdutor piezoelétrico

y(2)

sSCY
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Fonte: IKEDA (1996)

%4
= _ 11
E=- (11)
Al
& =7 (12)
Al = d3iw (13)

Outra interpretacao descrita por lkeda (1996), se refere ao efeito inverso, sendo

d;; a razéo entre a carga que flui entre os eletrodos perpendicular a diregdo j pela

forca aplicada na direcéo i, sendo F uma forca aplicada na direcdo 3 do elemento da

Figura 4, tem-se

03 = — (14)

e para carga elétrica g fluindo através do sistema, como consequéncia,

q = d33F (15)

Constante piezoelétrica g;; — segundo lkeda (1996) significa o campo
elétrico desenvolvido ao longo do eixo i quando o material € tensionado

mecanicamente na dire¢ao j. Considerando uma forga F na diregao 1, Figura 6, tem-

se a Equagao (16).

Figura 6 — Transdutor piezoelétrico com circuito aberto sob for¢a aplicada na diregéo 1

Al
!

b

Fonte: IKEDA (1996)
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V= g31F (16)

Pode ser interpretado também como a razdo de deformacéo na diregéo j
devido a carga por unidade de area acumulada nos eletrodos normais a diregéo i,

Figura 7, tendo assim a Equacéo (17).

Figura 7 — Transdutor piezoelétrico sujeito a carga aplicada

x(1)

=
—
i
M

Fonte: IKEDA (1996)

_ 9310 (17)

Coeficiente de rigidez do material S;; — segundo Ikeda (1996) significa a
razado entre a deformacéo na direcdo i a a tensdo na diregéo j, visto que ndo ha

mudanca de tensao nas outras duas direcdes. O sobrescrito E em 55 significa que a
propriedade foi medida com sistema em curto-circuito, sobrescrito D em 55 significa

que a propriedade foi medida para o sistema com eletrodos em circuito aberto. A
aplicagado de tensdo mecanica causa uma resposta elétrica que pode aumentar a

deformacéo resultante, é natural esperar que Sl-Ej seja menor que S}}, um sistema de
transdutor piezoelétrico em curto-circuito 55 tem um modulo de Young de elasticidade
menor que 0 mesmo em circuito aberto 53. Em suma, §;; se relaciona com o modulo

de Young do material pela Equacgéo (18).
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lj

T

Coeficiente dielétrico e;; — segundo lkeda (1996) significa a carga elétrica
por unidade de area na diregéo i devido a um campo elétrico na diregédo j. Na maioria
dos materiais piezoelétricos, um campo elétrico aplicado na dire¢gdo j somente causa

deslocamento elétrico nesta mesma diregéo.

Coeficiente de acoplamento k;; — segundo lkeda (1996), representa a
habilidade de um material piezoelétrico de transformar energia elétrica em energia
mecanica e vice e versa. Sendo estas funcdes aplicadas em sensores e atuadores.
Os indices ij indicam que tensao ou deformagao estdo na diregédo j e os eletrodos
normais a diregéo i. Uma forma de medir k;; € aplicar uma forga na diregdo 3 como

na Figura 5, e medir a deformacao, e entdo tem se o trabalho mecanico,

(19)

devido ao efeito piezoelétrico, cargas vao se acumular nos eletrodos,

QZ

We =
F2c,

(20)

assim,

k33 = = (21)

Sendo E;, o modulo de elasticidade do material piezoelétrico, k;; pode ser

escrito como,

d
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Quando uma forga € aplicada a um transdutor piezoelétrico, este apresenta
rigidez diferente para o caso de circuito aberto ou fechado nos eletrodos. Se esta em
curto-circuito (fechado), onde os elétrons podem fluir de um eletrodo ao outro
livremente, o sistema presenta menor rigidez do que se estivesse em circuito aberto,
onde os eletrodos nao estdo conectados e os eletros ndo podem fluir de um ao outro
e ficam acumulados no eletrodo. Sendo K. a rigidez com o sistema em curto-circuito
e K, arigidez com o sistema em circuito aberto, IKEDA (1996) relaciona estas com

k pela Equacao (23).

—_— — 2
Kse 1—k? (23)
Segundo IKEDA (1996), quando um transdutor piezoelétrico é tensionado
mecanicamente, esse gera uma voltagem, sendo este o fenbmeno governado pelo
efeito piezoelétrico direto. Se um transdutor piezo elétrico é submetido a um campo
de tensdo mecanica, e o campo elétrico externo aplicado € nulo, o deslocamento

elétrico no transdutor se da pela Equacgao (24),

_0'1

03
D, 0 0 0 0 0 dys] |,
D=0 0 0 0 ds O xT233 (24)
Dsl lds; d3; ds; 0 0 O Tay

_le_

, sendo a area diferencial do eletrodo nas 3 diregbes n = 1,2,3 igual a d4,,, a carga

gerada pode ser dada pela Equacéo (25).

CIZH[Dl D;  Ds]

Sendo C, a capacitancia do transdutor descrita na Equagdo (26), a

dA,
dA,
dAs

(25)

voltagem gerada esta relacionada com a carga pela Equacéo (27).
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¢, =l (26)
q
%=a (27)

2.2. Conversao de energia por vibragao de transdutor piezoelétrico
Conversao de energia de vibragdo em energia elétrica € um topico que

independe do mecanismo utilizado. Um modelo é descrito por Williams e Yates (1996),

e esta mostrado na Figura 8.

Figura 8 — Conversor de vibragado genérico

y(t)

Fonte: ROUNDY (2003)

Como pode ser notado, tem-se dois componentes de amortecimento: um
mecanico e um elétrico, que € o responsavel pela energia convertida para a qualidade
elétrica. Como descrito por Wiliams e Yates (1996), a Equacgao (28) rege tal

movimento vibracional.

m.Z(t) + c.z(t) + K.z(t) = —m.y(t) (28)

onde:
z = deflexao da massa vs mola (m)
y = deslocamento induzido ao sistema/base (m)

m = massa (kg)
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¢ = coeficiente de amortecimento

K = constante de mola (N /m)

A forca na massa ¢€ igual a for¢ga no sistema massa mola sendo dada pela

Equacéao (29),

F=-my(t) (29)

e a poténcia instantanea transferida a massa é entao representada pela Equacéo (30),
(WILLIAMS; YATES, 1996).

p() = —mj(e). [y(t) + 2(0)] (30)

Visto que a poténcia elétrica é dada pela por¢cédo de energia removida do
sistema pelo amortecimento elétrico, ROUNDY (2003) prop&e a partir da Equagéao (28)
a Equacéo (31), considerando o amortecimento elétrico e mecanico. Como mostrado
por ROUNDY (2003), sendo v a velocidade, a poténcia elétrica se da pela Equagao

(32), visto que v = Z, resulta na Equacao (33).
m.Z(t) + (by, + b,).2(t) + K.z(t) = —m.y(t) (31)
onde:

b,, = coeficiente de amortecimento mecanico

b, = coeficiente de amortecimento elétrico

v
P= bef vdv (32)
0
2
p= bezz (33)

ROUNDY (2003) deriva a Equacéo (34), como sendo a poténcia elétrica devido ao
sistema vibratério genérico da Figura 8.
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m. (o Wy W2 (Wﬂn)3 Y?

P = (34)

(20 )+ (1- (2))

onde:

Y = amplitude de deslocamento de excitacao do sistema (m)
(r = razao de amortecimento total, (x + (;,

w, = frequéncia natural do sistema (rad/s)

w = frequéncia da oscilagido imposta ao sistema (rad/s)

Para o sistema configurado de tal forma que a frequéncia de oscilagéo
externa seja igual a frequéncia de oscilagdo natural do sistema, w = w,,, segundo
ROUNDY (2003) a Equagao (34) pode ser reduzida na Equagao (35).

2
_m. Ce- Agntra

P
1P 4w. G5

(39)

onde:

Aentra = Amplitude de aceleracao imposta ao sistema

ROUNDY (2003) especifica que (. esta relacionado com o circuito elétrico
associado ao transdutor vibracional, que pode ser simples como uma resisténcia, ou

complexo e com diversos componentes.

A Figura 9 mostra os dois modos de operagdo do material piezoelétrico, a
esquerda no modo 33, o material € submetido a tensdao mecanica na mesma diregao
que a sua direcado de polarizacdo, e a direita no modo 31, o material € submetido a
tensdo mecanica na diregcao perpendicular a sua dire¢ao de polarizagdo. O modo 31
€ normalmente usado na forma construtiva de viga em flexdo, o que proporciona
maiores deformacgdes no material para menores esforgcos aplicados que o modo 33.
Quando usado na forma de viga, esta € composta de duas ou mais camadas de
material piezoelétrico engastados entre si, como na Figura 10, algumas vezes com
uma placa metalica entre elas. Quando a viga é flexionada, uma metade é submetida

a tracao e a outra a compressao. Se as camadas piezoelétricas estdo polarizadas na
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mesma direcdo, e os eletrodos sao conectados apropriadamente, tem-se uma
conexao em paralelo, e a corrente dos elementos piezoelétricos € somada. Se
estiverem polarizadas de forma invertida, tem-se uma conexao em serie, e a tensao é
dobrada, e na teoria, a orientacdo de polarizacdo e numeros de camadas, afetam
apenas a razao entre tensao elétrica e corrente elétrica (ROUNDY, 2003). A camadas

em paralelo e em série podem ser vistas na Figura 11.

Figura 9 - Modos de atuagéo piezoelétrica

33 Mode
3 F

Fonte: (ROUNDY, 2003)

Figura 10 - Modelo de viga piezoelétrica

Fonte: (ROUNDY, 2003)

Figura 11 — Viga piezoelétrica com duas camadas em paralelo e em série
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Fonte: O Autor

Para o desenvolvimento de estudos sobre transdutores piezoelétricos,
ROUNDY (2003) representa o sistema mecanico e elétrico em um diagrama, como na

7

Figura 12. A esquerda é representada uma analogia elétrica equivalente da parte
mecéanica, onde a massa (m) da ponta é representado por um indutor, o
amortecimento mecanico do sistema (bm) é representado por uma resisténcia e a

rigidez mecanica (Y) é representada por um capacitor.

Figura 12 — Representagdo em diagrama eletromecénico de transdutor piezoelétrico

/W\_/v\/_{ | +

m by Y| o T

c —/— V

() = |

mechanical electrical

Fonte: (ROUNDY, 2003)

O fator de amortecimento elétrico € descrito por ROUNDY (2003) segundo
a Equacéo (36). Este nota que o sistema oferece maior resposta de poténcia quando
o0 amortecimento elétrico tem o mesmo valor que o amortecimento mecanico ¢. Assim

a resisténcia 6tima também pode ser obtida igualando (. a ¢.

wk?

1 (36)

2 w2+ ——
(RCp)
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onde:
R = resistencia do sistema elétrico (Ohm)

C, = capacitancia do transdutor piezoelétrico (F)

Assim, ROUNDY (2003) estudou o comportamento de um transdutor
piezoelétrico excitado harmonicamente , e analiticamente para a frequéncia de
oscilagédo igual a frequéncia natural do sistema ndo amortecida w = w,,, propds a
Equacéao (37) que representa a poténcia elétrica P de saida de uma viga transdutora
piezoelétrica, com eletrodos conectados a um circuito composto por uma resisténcia

R. A resisténcia 6tima, é dada pela Equagao (38).

Y. dt,b"\?
_1 RC? ( £ ) 42 (37)
" w2 (482, + kY (RCW)? + 40,k2 (RCW) + 23, mirade

1%,
Ro = ot (38)

onde:

w = frequéncia natural do sistema (rad/s)

k = coeficiente de acoplamento piezoelétrico

Aenira = magnitude da aceleragio imposta ao sistema (m/s?)

t, = espessura da lamina piezoelétrica individual (m)

b* = constante geometrica que relaciona deformagdo media com a forga
na ponta livre da viga (m™1)

(m = coeficiente de amortecimento mecanico

€ = permissividade elétrica do material piezoelétrico (F /m)
O parametro geométrico que relaciona deformagdo média com a forga
atuante na ponta livre da viga piezoelétrica b* referido na Equacéo (37) é definido por

ROUNDY (2003) segundo a Equacéo (39).

Figura 13 — Dimensdes de comprimento viga com massa na ponta
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3
r

Le
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[

Fonte: O Autor

. 3bL+ Ly — L)
T2 3L, (39)
2

(2L +

onde:

b = distancia vertical entre centro da camada metalida central da viga e o
centro da camada piezoelétrica (m)

L = comprimento efetivo da viga (m)

L,, = comprimento massa da ponta (m)

L., = comprimento do eletrodo (m)



3. DESENVOLVIMENTO

3.1. Objetivo
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Esta analise tem como objetivo avaliar a diferenga na resposta mecanica e

elétrica de vigas piezoelétricas excitadas harmonicamente para diferentes larguras e

comprimentos, considerando estas estando em circuito com resisténcia elétrica

determinada e em curto-circuito, e como estes cenarios afetam o sistema

mecanicamente.

3.2. Meétodo

O modelo de viga transdutora da Figura 14 é considerado, trata-se de uma

viga de dupla camada piezoelétrica, com uma camada em cobre central, com uma

massa m na ponta. As duas camadas piezoelétricas sdo polarizadas de forma

invertida, caracterizando um esquema transdutor em série.

Figura 14 — Esquema viga analisada

Chapa
PZT

Lm

[

L

Eletrodos + - hm
i .
/ | ' tp
- i Z tt
Z AT .
Metal central /

ETRETRET e |

Ly

Fonte: O Autor

to

G
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O sistema elétrico associado é considerado como sendo o semelhante ao
da Figura 12, mostrado de forma simplificada na Figura 15, com apenas uma

resisténcia equivalente a esquerda, e o caso de curto-circuito a direita.

Figura 15 — Esquema elétrico dos modelos

LS
| |
| |
L
| |
| |

CIRCUITO RESISTIVO CIRCUITO EM CURTO

Fonte: O Autor

Quatro pares de configuracbes sao avaliados, variando largura e
comprimento da viga. A area na diregcdo z de todos os modelos € mantida a mesma,
de modo a avaliar o comportamento para um mesmo volume e area de eletrodo do
material do transdutor. A massa do material da viga € desconsiderada para fins de
analise e a massa da ponta é considerada m = 4g, além disso L,, = 5mm em todos
os modelos, e a altura da massa h,, varia conforme a largura da viga muda a fim de
manter a massa na ponta. A material da massa da ponta & considerada como sendo
de tungsténio, com densidade p,, = 19200 kg/m3 (ASKELAND; WRIGHT, 2014). O
comprimento do eletrodo superior e inferior € considerado como sendo L, = L. A
configuragado analisada esta descrita na Tabela 1 e um desenho representativo pode
ser visto na Figura 16. O material piezoelétrico considerado € o PZT-5H com uma
camada de cobre central, o fabricante Piezo Systems (2021) fornece informagéo
técnicas do material piezoelétrico, descritas na Tabela 2. O modulo de elasticidade do
cobre € E. = 120 GPa (BEER; JOHNSTON; DEWOLF, 2006).



Tabela 1 — Configuragao de transdutor analise 1
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Espessura
_ Largura | Espessura Comprimento
Comprimento metal
Modelo (a) PZT da massa
(L) (mm) central
(mm) | (t) (mm) (L) (mm)
(tc) (mm)
A 12
B 10
0.139 0.102 5
C 8 7.5
D 6 10

Fonte: O Autor

Figura 16 — Modelos A, B, Ce D

Fonte: O Autor

Tabela 2 — Propriedades do material PZT-5H

Eyp 50 GPa
k31 0,44
dsq —320.10712¢/N
e/eo 3800
OLimite 20 MPa

Fonte: (PIEZO SYSTEMS, 2021)

As relagdes utilizadas para avaliar as vigas sdo descritas a seguir.

Como descrito por Beer et al. (2006), para uma viga em flexdo composta

de diferentes materiais, como o transdutor analisado, o momento de inercia é

representando pelo momento de inercia transformado. A dedugdo do momento de

inércia pode ser vista no Anexo A, e o momento de inercia é dado pela Equacgao (40).
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a
=168 + 2~ D) (40)
onde:

ns = razao entre modulo de elasticidade do material da camada central e do

material piezoelétricon, = EC/E
P

t, = espessura camada piezoelétrica (m)
t. = espessura camada metalica central (m)

t; = espessura total da viga 2t, + t. (m)

A rigidez de mola da viga transdutora na posi¢éo L, pode ser deduzida da
curva elastica, a deducéo esta no Anexo B segundo teoria descrita por Beer et al.
(2006). Para a viga da Figura 14, a rigidez K da viga pode ser definida pela Equagao
(41).

El

K =

A frequéncia natural de vibragcdo de cada modelo é estabelecida em rad/s
pela Equagéo (42) e a frequéncia do sistema em Hertz é dada pela Equagao (43)
(RAO, 2009) .

W= |~ (42)
m
fa= o (43)

O sistema de vibragdo do conjunto pode ser visto como um sistema
amortecido excitado harmonicamente na base, a fim de analisar as tensbes maximas

no sistema, considera-se a Equacao (44) (RAO, 2009).

mi+cr(2—2')+K(z—-2)=0 (44)
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onde:
¢y = coeficiente de amortecimento total
z = posicao relativa da massa em relacgao a posicao de equilibrio

z' = posigdo da base em relacdo ao referencial fixo

O sistema esta sujeito a uma oscilagdo na forma da Equacgado (45), onde Y é a

amplitude de oscilagéo na base,

z' =Y.sen(wt) (45)

desenvolvendo a Equacgéao (44), segundo Rao (2009), tem-se as seguintes relagdes

para o movimento do sistema.

z(t) = X sin (wt — ¢) (46)

B 1+ (2.4rr)? 2 47

x=v l(1 —12)2 + (2.477)? @
— -1 277 l

¢ = tan ll (@, = 1) (48)

onde:
X = amplitude de movimento em z
Y = amplitude de movimento em z'da base

r = razado entre frequencia de oscilacdo e frequencia natural do sistema W/Wn

{r = razao de amortecimento linear total
A aceleragao na base, segundo Rao (2009) é dada através da Equacgao (49),

d?z(t)
dt?

= w?Ysin(wt + m) (49)

a aceleracdo maxima, que também é a amplitude de aceleragao A,,+4, S€ da quando

sin(wt + m) = 1, com isso a partir da Equacgéo (49), tem-se que a relagdo entre a
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amplitude de deslocamento da base Y e a amplitude de aceleragao da base A, ¢, S€

da pela Equacgao (50).

Y = Aem;ra (50)
w

Das Equacgbes (46),(47),(48) e (50), tem-se a relagdo para o movimento

dada pela Equacao (51).

1
— Aentra 1+ (2.4r7)? z - 2877 51
z(t) = vl fopms v wame sin <Wt —tan™! [1 (8,7 = 1)7‘2]) (51)

Por uma analise da Equacao (51), pode ser verificado que a deformacgao
maxima z,,, Se da segundo a Equacdo (52). Nota-se que {; se trata do
amortecimento total equivalente, mecanico e elétrico, {; =, +{,, onde o
amortecimento elétrico equivalente se da pela Equacao (36), para o caso do sistema
piezoelétrico conectado a um circuito com resisténcia. Para o caso do sistema em

curto-circuito, tem-se {; = (.

1
7 _ Aentra 1+ (2' {Tr)z 2 (52)
Max w? (1 —=12)2+ (2.{rr)?

A tensdo normal na viga em flexdo é dada pela Equacéao (53),

M(y)z
o=
I

(53)

o momento fletor &€ dado pela Equacéo (68) do Apéndice B e visto que se tem tenséo
maxima quando na extremidade da viga, ou seja z = t,/2, a relagdo para tensao

normal pode ser dada pela Equacgéao (54):

L
Fmassa(L +Tm_)/)tt (54)

7= 21,
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da Equacéo (78) do Apéndice B, sendo z(L) = zy,,, tem-se a Equagéao (55) para a

tensdo mecanica maxima ao longo do comprimento da viga

L
K. Zygr (L + 22—yt
o= Max( 2 y) t (55)
21,

da Equacado (52) e para y = 0, tem-se entdo a tensdao maxima na viga dada pela
Equacéao (56).

AuneraK (L + 5000 j 1+ 2.6r) (56)

IMax = 21, w2 (1—12)2 + (2.077)2

Da equacao de poténcia elétrica de saida proposta por Roundy (2003),
reescrita por conveniéncia na Equacgao (57), tem-se a resposta de poténcia do sistema
para a condicdo w = w,,, assim as analises sao feitas para esta condigdo de cada

modelo.

Y.ds;t,b"\°
1 Re? (<=2 1 (57)
w2 (43, + k*)(RCw)? + 4, k2(RCw) + 203, "t

O coeficiente de amortecimento mecanico é considerado como sendo {,,, =
0,02 para fins de analise, o que € plausivel, visto que os valores observados por
Roundy (2003) sao desta ordem. Idealmente, este deve ser testado, para valores
quantitativos mais assertivos.

As relagbes aqui citadas s&o avaliadas junto aos dados do sistema e
materiais através do Scilab, a fim de se obter resultados e entdo avaliagcdo. A

amplitude de aceleragdo considerada é A, = 2,25m/s?.

A equacgao para poténcia foi testada com uma das condi¢do de contorno
otimizadas propostas por Roundy (2003) ,Figura 17, e foram obtidos valores bastante

parecidos, Figura 18, para poténcia x resisténcia, o que diz que a fungao foi aplicada
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da forma correta no Scilab. Tem-se um comportamento correspondente, visto que a

intencao de uso da fungao poténcia é a analise comparativa entre os modelos A, B, C

e D, esta é satisfatoria.

Figura 17 — Condigéo de contorno de uma viga piezoelétrica para teste de equagao

Variables | Optimized Value | Range Allowed

Lisi 8.5 mm Ity < 1.5 em

hm 7.7 mm hym <= 7.7 mm

Wi 6.7 mm All, subject to total volume constraint
I 6.5 mm It <1.5cem

Wp 3 mm AllL subject to total volume constraint
L 6.5 mm All subject to above constramt
tp 0.139 mm tp=0.139 mm

ta 0.102 mm t, =0.1016

Rioad 200 kO All greater than zero

Pout 215 pW

Fonte: (ROUNDY, 2003)

Figura 18 — Resposta para a condi¢gao de contorno de teste da fungéo poténcia.
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Fonte: O Autor
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3.3. Resultados

Modelo A

Figura 19 — Resposta de poténcia Modelo A
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Fonte: O Autor

O ponto de operagao ideal para o modelo se da a uma resisténcia elétrica
da ordem de 120 kOhms, com poténcia correspondente de 0,22 mW. Nesta condigao
para o sistema, a tensdo normal maxima observada é 14,8 MPa. No caso de o sistema
se encontrar em curto-circuito, e a viga vibrar sem a parcela do amortecimento elétrico,
a tensdo normal maxima observada é 26,4 MPa, também inferior ao limite de

resisténcia.

Modelo B



Figura 20 — Resposta de poténcia Modelo B
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Fonte: O Autor

Resposta de poténcia da ordem de 0,17 mW, para uma resisténcia elétrica
associada de 90 kOhms. Nesta condicdo para o sistema, a tensdo normal maxima
observada € 10,6 MPa. No caso de o sistema se encontrar em curto-circuito, e a viga

vibrar sem a parcela do amortecimento elétrico, a tensdo normal maxima observada

Q (kOhms)

€ 19 MPa, também inferior ao limite de resisténcia.

Modelo C

Figura 21 — Resposta de poténcia Modelo C
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Fonte: O Autor

Resposta de poténcia da ordem de 0,12 mW, para uma resisténcia elétrica
associada de 60 kOhms. Nesta condicdo para o sistema, a tensdo normal maxima
observada é 7 MPa. No caso de o sistema se encontrar em curto-circuito, e a viga
vibrar sem a parcela do amortecimento elétrico, a tensdo normal maxima observada

é 12,8 MPa, também inferior ao limite de resisténcia.

Modelo D

Figura 22 — Resposta de poténcia Modelo D
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Fonte: O Autor

Resposta de poténcia da ordem de 0,083 mIW/, para uma resisténcia elétrica
associada de 35 kOhms. Nesta condicdo para o sistema, a tensdo normal maxima
observada é 4,3 MPa. No caso de o sistema se encontrar em curto-circuito, e a viga
vibrar sem a parcela do amortecimento elétrico, a tensdo normal maxima observada

€ 7,75 MPa, também inferior ao limite de resisténcia.



43

4, CONCLUSAO

Como pode ser observado na Figura 23, a resposta de poténcia diminui
consideravelmente do Modelo A para o Modelo D, o que é esperado visto que, como
pode ser observado, tensdes maiores estdo atuando em A, e a capacidade do material
piezoelétrico de gerar poténcia esta diretamente relacionada com a tensdo mecanica
média atuando no material transdutor.

Um parametro importante no design de vigas transdutoras e que deve ser
considerado sido as tensdes mecanicas de operacao para sistema operando com
circuito em curto e ndo somente com circuito resistivo (onde ha conversao de energia
mecanica em elétrica). Por um lado, para fins de geragao de energia, € preciso ter a
maior tensdo mecanica possivel atuando no material durante sua operacao conectado
ao sistema resistivo (em que energia € retirada do sistema vibracional e convertida
em energia elétrica), o que é observado no Modelo A, por exemplo com tenséo
maxima de 14,8 MPa, porém para o caso de o sistema estar em curto, um problema
pode ser observado, visto que a tensdo mecanica maxima no modelo é da ordem de
26,4 MPa, o que é superior ao limite de resisténcia do material piezoelétrico de
20 MPa, notando que se trata apenas da tensao normal, sem considerar as tensdes
cisalhantes. Isto leva a conclusdo de que para manter a integridade do material
durante possiveis operagdes no qual o sistema esta em curto, deve-se renunciar ao
total aproveitamento do potencial de geragao de energia dele, que se da no estado de
operagao com maior tensdo mecanica média possivel.

O Modelo B, atua com tensdes abaixo do limite de resisténcia do material
piezoelétrico operando com circuito resistivo, tensdo mecanica maxima de 10,6 MPa,
e ligeiramente abaixo do limite de resisténcia para a situagao de curto-circuito 19 MPa.
Obviamente deve-se considerar fatores de fadiga para a especificagdo de um
elemento transdutor, porém, neste caso ja se pode observar que o modelo estaria
abaixo do limite nominal de resisténcia mecanica. Tem-se uma resposta de poténcia
menor, pelo mesmo principio da correspondéncia de poténcia com tensdao média no
material. A redugdo pode ser vista como sendo da ordem de 29% entre os dois
modelos. Os modelos subsequentes seguem a mesma tendencia, porém com
capacidade de geragdo de energia elétrica bastante comprometidas, o que
novamente, esta associado as baixas tensées no modelo, que possuem maior rigidez.

Uma forma de otimizar o transdutor seria, talvez, um desenho de viga nao retangular,
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com secgao transversal variavel, a fim de manter as tensées mecanicas ao longo da
viga mais proximas da tensao média, deste modo, é possivel ter uma tensdo mecanica
de operacdo média maior, ainda mantendo a maxima abaixo do limite considerando
os fatores de seguranca.

Figura 23 — Gréfico de resultados

@ omax circuito resistivo (MPa) A omax curto-circuito (MPa) == Limite de resistencia (MPa) € P (mW)
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Fonte: O Autor

Com as pesquisas e analises realizadas neste trabalho, alguns tépicos
podem ser abordados em trabalhos futuros. Uma possibilidade é realizar uma analise
semelhante com testes laboratoriais de vigas piezoelétricas, para verificagao fisica da
relagao tensao de trabalho como circuito resistivo e com circuito em curto, e possiveis
falhas. Outra possibilidade interessante, que provém de uma das ideias iniciais que
levaram a esta analise, € estudar o comportamento vibracional de uma placa
piezoelétrica exposta a chuvas de diferentes intensidades, e diferentes angulos de

incidéncia, e as respostas elétricas obtidas.
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ANEXO A - MOMENTO DE INERCIA DE VIGA COMPOSTA

O momento de inercia transformado de uma viga composta por dois
materiais pode ser calculado usando — se o momento de inercia transformado (BEER;
JOHNSTON; DEWOLF, 2006).

Figura 24 — Sec¢éo de viga composta transformada

= at

| —p

Fonte: O Autor

Sendo n; a razao entre o modulo de elasticidade do material piezoelétrico
e 0 modulo de elasticidade do material da camada do centro, Equacédo (58), o

n < 58

A dimenséao a transformada para o material piezoelétrico a, € segundo a Equagao
(59).

a; =ng.a (59)

O momento de inércia I, total € composto entédo por 3 partes de area, sendo a metade
inferior e superior de material piezoelétrico e a parte central de metal, assim o
momento de inércia para a secg¢ao transformada da Figura 24 a direita € dado pela
Equacéo (60).



onde:

t; = espessura total da viga 2t, + t,

Resolvendo as integrais, tem-se,

t
2
A 7B A I 4
Lh=a|zm—5=—= —|ta |55+
24 24 24 ' 24 24 ' 24
t? 2 t3
I = ———+ —_
x al12 12) T %12
a; a
Qzﬁwﬂqﬂﬁ—ﬂ

Substituindo a Equacgao (59) na Equacgao (64), tem-se,

Ng. a a
I, = 3 3 +E[t§ —t3]

Assim, o momento de inercia é dado pela Equagao (66).

a 3 3
I, = E[tt +t; (nt - 1)]
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(64)

(65)
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ANEXO B - RIGIDEZ K DE VIGA ENGASTADA

Segundo Beer et al. (2006), a equagao da curva elastica para uma viga é
descrita segundo a Equacéo (67), e o momento fletor atuando na viga da Figura 14
M (y) é relacionado pela Equacgao (68), onde F,,,.;, € a forca exercida na massa da

ponta, juntando as duas ultimas, tem-se a Equacéo (69),

d’z M(y)
— = (67)
dy El
L
M(y) =Fmassa(L+7m_Y) (68)
dZZ Fmassa(L +L_m_y)
- 2 (69)
dy? El
integrando a Equacéo (69), tem-se,
L L 2
dZ_meassa(L-l'Tm_y)d _Fmassa(l’y-l'%y_y?)_l_c (70)
dy EI Y= EI 1
e aplicando a condigcdo de contornoy = 0; dz/dy = 0, tem-se,
L,0 02
Frnassa(LO +T_7) (71)
0 = + Cl d Cl = O
El
integrando novamente a Equacéo (70), tem-se,
Lpy _y?
Fmassa (Ly + T - 7) (72)
20 = |
El
Ly?  Lnmy® _y°
Fmassa (_ + - _) 73
z(y) = ZEI 4 6 + G, (73)

e aplicando a condigao de contornoy = 0; z = 0, tem-se,
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L0?  L[,0% 03

E (—+ - =)
O:massa 2EI4 6 +Cy> C=0 (74)
logo, a deflexdo da viga pode ser dada pela Equacéo (75),
Ly?  Lpmy* y°
_ Fponta(T + 7r£zl- - ?) (75)
z(y) = I
e para a posi¢ao L na viga, tem-se,
L(L)? L, (L) L)3
_ Fmassa( (2) + mA(I- ) - (6) ) (76)
z(L) = I
L3 L,l?
2(L) = Fmassa(ﬁEI-l' T) (77)

Pela lei de Hook, temos que a rigidez de mola é dada pela Equacéo (78),

K = Fmassa 78
- Z(L) ( )

da juncéo das Equacdes (77) e (78), tem-se Equacéo (80) para rigidez da viga em

L.Sendo E o modulo de elasticidade do material piezoelétrico.

K = Fnassa _ El
B 3 L1271 (L3 L,L?
Fmassa(?"‘ 72 ) (?-l' ";1_ ) (79)
El
El
K =




